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Interpolacja wielomianowa:

Zadanie Interpolacji polega na znalezieniu pewne] funkcji, ktora
,przybliza” dang funkcje f. Dla funkcji f znane sg przy tym wartosci f(x;) lub
wartosci jej pochodnych w pewnej skonczonej liczbie roznych punktow x;,
ktore nazywamy weztami interpolacii.

Wartosc wielomianu interpolacyjnego Lagrange’a L, w punkcie x dla danej
funkcji f oblicza sie z wzoru:

L X=X,
J

Ly (x)= £ fx) llxi — X

gdzie wartosci x; oraz f(x;) (1=0, 1, ..., n) sg dane.



Interpolacja wielomianowa:

Wartos¢ wielomianu interpolacyjnego w punkcie x dla danej funkcji f
mozna obliczy¢ rowniez algorytmem Neville’a na podstawie zaleznosci

rekurencyjnych:

gdzie wartosci x; oraz f(x;) (1=0, 1, ... , n) sg dane. Wartosc elementu P, .
jest poszukiwang wartoscig wielomianu w punkcie Xx.



Aproksymacja wielomianowa:

Przyktadem |est aproksymacja sredniokwadratowa wielomianem, ktora
dla danej funkcji f(x) polega na okresleniu wielomianu p(x) stopnia m, ktory
w przypadku danych dyskretnych minimalizuje sume:

n

Z[f (Xi )_ p(xi )]2 W(Xi)

=1

gdzie wartosci x; oraz f(x;) (1=0, 1, ... , n) sg dane, m < n, a wW(X) oznacza
funkcje wagowg. Wspotczynniki wielomianu aproksymujgcego funkcje
f(X):
“ a, +axX+..+a x"

mozna wyznaczyC poszukujgc minimum ponizszego funkcjonatu przy
danych wartosciach x; oraz f(x;) :

o e =3 1) Sa )]
gdzie m < n.



Aproksymacja wielomianowa:

w:i{f(xj)—Zai(xij)Tx‘;:O, k=0, L.., m

m
88‘k j=1 i=0
\WWprowadzajgc oznaczenia:
n
k
y(k)=>" f(xj)xj k=0, 1... m
j=1
n
- . I+k - .
z(i,k)=>x\"*, i,k=0, 1.., m
j=1
otrzymujemy uktad rownan liniowych postaci:

iz(i,k)aizyk, k=0, 1.., m
=0

Powyzszy uktad rownan liniowych mozna rozwigzac np. metodg eliminacji
Gaussa lub metodami iteracyjnymi (przyblizonymi).



Catkowanie numeryczne:

Wiele catek nie mozna przedstawi¢ za pomocg funkcji elementarnych. Do
Ich obliczenia stosuje sie metody przyblizone (przyktadowo dla obliczenia
pola powierzchni pod krzywg). W celu wyznaczenia przyblizonej wartosci
catki:

b
_[F(x)dx, ~ow<a<h<o

funkcje podcatkowg F(X) przedstawia sie w postaci iloczynu w(x) f(x),
gdzie funkcja w(x), zwana funkcjg wagowg zazwyczaj wynosi 1, a funkcje
f(x) przybliza sie wielomianem. \Wowczas:

b

F(x)dx = _[ w(x)f (x)dx ~ kzn(;Ak f(x,)

a

QD ey T

gdzie wspotfczynniki A, zalezg od zastosowane] metody numerycznej
obliczen.



Catkowanie numeryczne:

W metodzie Simpsona dany przedziat [a, b] dzieli sie na rowne
podprzedziaty. W przypadku trzech podprzedziatow:

[a’Xl]:[XO’Xl]’ [Xl’XZ]’ [XZ,X3]=[X2,b]

w kazdym podprzedziale stosuje sie wzor Simpsona:
Xin

J £(x)exs 2 [F(x)+ 41k +h)+ Fx,,)]=1,

h= i+12_xi, i=0 1 2

Nastepnie kazdy z przedziatow dzieli sie znowu na trzy czesci | otrzymuje

sie drugie przyblizenie catki. Procedura ta jest kontynuowana do chwili,

gdy roznica pomiedzy dwoma kolejnymi przyblizeniami catki jest

dostatecznie mata lub, gdy dtugosci podprzedziatow sg mniejsze od:
b—a

n ]

ne N




Uktady rownan liniowych:

Metody doktadne rozwigzywania uktadu rownan liniowych:
Ax =D,

gdzie macierz kwadratowa A stopnia n | wektor b € R" sg dane,
teoretycznie pozwalajg uzyskac rozwigzanie doktadne:

X=A"D,

gdzie x € R", o ile macierz kwadratowa A jest nieosobliwa. Poniewaz
wartosci elementow macierzy A | wektora b nie sg reprezentowane
doktadnie (rozdzielczos¢  typow  liczbowych ~ w  operacjach
zmiennoprzecinkowych w danym srodowisku programowym), | podczas
obliczen wystepuja btedy zaokrgglen, wiec rozwigzanie obliczone metodag
,2doktadng” moze roznic sie od teoretycznego rozwigzania doktadnego.



Uktady rownan liniowych:

W przypadku uktadu rownan liniowych z macierzg trojkgtng gorna:

A X a5 X, .+, X, :b1’
a,,X, +...+ 8, X, =h,,

2n“*n

a X =pb

nn-'n n

jezeli macierz uktadu nie jest osobliwa, tj. gdy a; # 0 dla kazdego
1=1, 2,..., n to niewiadome X; sg obliczane na podstawie zaleznosci:

b, — Za,kxk

X = SR . i=nn-1..1
a..




Uktady rownan liniowych:

W przypadku uktadu rownan liniowych z macierzg trojkgtng dolna:

C bl’
Ay X +a5,X, = b2’

a. X +a,X,+..+a X =b

jezeli macierz uktadu nie jest osobliwa, tj. gdy a; # 0 dla kazdego
1=1, 2,..., n to niewiadome X; sg obliczane na podstawie zaleznosci:

-1
bi _ aik Xk
_ k=1

X. 1=12,....n

a..

= 0) =



Uktady rownan liniowych:

Rozwigzywanie uktadu rownan liniowych metodg eliminacji Gaussa
Z czesciowym wyborem elementu podstawowego:

Macierz A jest rozktadana na iloczyn macierzy LU, gdzie L oznacza
macierz trojkatng dolng z jedynkami na gtownej przekatnej, a U macierz
trojkgtng gorng. Krok k (k = 1, 2 , ... , n-1) operacji rozktadu macierzy A
mozna opisac nastepujgco:

Znajdujemy element a("k) taki, ze:

ik

4(6)

ik

4(6)

ik

= max

k<i<n

Nastepnie w macierzy AN zamieniamy wiersze o numerach i, oraz Kk,
a w wektorze b sktadowe o takich samych numerach. Odpowiada to
lewostronnemu przemnozeniu macierzy A® i wektora b® przez macierz
permutacji PX. W otrzymanym uktadzie rownan:

A(k)X _ b(k)

= 1 -



Uktady rownan liniowych:

Rozwigzywanie uktadu rownan liniowych metodg eliminacji Gaussa
Z czesciowym wyborem elementu podstawowego:

eliminujemy niewiadomg X, z wierszy o numerach k + 1, k + 2, ... , n
korzystajgc z wzorow:

I=k+1L, k+2,....,n, j=k+1 k+2,..,n,

gdzie:

Y.



Uktady rownan liniowych:

Rozwigzywanie uktadu rownan liniowych metodg eliminacji Gaussa
Z czesciowym wyborem elementu podstawowego:

po n-1 krokach otrzymamy uktad rownan postaci:

Ux = L"'Pb,
w ktorym P=P(-Dp(-2)  pl U=AM oraz:
(1 0 O 0]
,, 1 0
L={l, L, 1 0
., 1L, 1 . 1

Powyzszy uktad rownan jest rozwigzywany za pomocg zaleznosci:

ZUU ]

X = =7 i=nn-1..1: b=L"Pb

uU..




Uktady rownan liniowych:

Wyznaczenie macierzy odwrotnej do macierzy rzeczywistej:

W celu wyznaczenia macierzy odwrotnej do macierzy rzeczywistej A:

Ay, &, Q3 .. Gy

dyy 8y Ay . Gy,
A= dy; 83 Q3 ... dg |

_anl an2 an3 ann_

macierz A jest najpierw rozktadana na iloczyn LU metodg eliminacji
Gaussa. Po wykonaniu tej operacji otrzymujemy:

PA=LU
A'=U"'L'P

gdzie P oznacza macierz permutacii.



Uktady rownan liniowych:

Wyznaczenie macierzy odwrotnej do macierzy rzeczywistej:

Elementy macierzy L oraz elementy macierzy U1 sg okreslone wzorami:

i—1
5ij_kZ;|ik|kj

- = . .

i = 3 ,1=12,...,n,1=1], J+1 ..., n,

1]

i—1 e
5ij - uikukj
_ k=]

Uy = ' Cj=12,...,n i=], j+L ..,n,
uij
gdzie:
|0, gdy 1 ],
L _{1, gdy i = j.
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Uktady rownan liniowych:

Metody iteracyjne rozwigzywania uktadu rownan liniowych:

Ax=b (1)
gdzie macierz kwadratowa A stopnia n | wektor b € R" sg dane, generujg
ciag kolejnych przyblizen wektora x.

Rozpoczecie procesu Iteracyjnego wymaga podania poczatkowych
przyblizen wszystkich sktadowych tego wektora.

Jedng z metod Iteracyjnych rozwigzywania uktadu rownan liniowych z
nieosobliwg macierzg kwadratowg A jest metoda Jacobiego. W metodzie
te] macierz A jest przeksztatcana na sume trzech macierzy:

A=L+D+U,

gdzie L oznacza macierz trojkatng dolng, D — macierz diagonalng, a U
macierz trojkatng gorna.

-16 -



Uktady rownan liniowych:

Rozwigzywanie uktadu rownan liniowych metodg iteracyjng (przyblizona)
Jacobiego:

Uwzgledniajgc rozktad macierzy A, uktad rownan (1) mozna zapisac w
postaci:

(L+D+U)x=h,
Dx =—(L+U )x+b,

Z Czego wynika nastepujgcy proces iteracyjny:
Dx*"' =—(L+U )x* +b,
= DNL+U)X*+D (2

jezeli promien spektralny macierzy —-D*(L+U) jest mniejszy od 1, to
POWYZSzy proces iteracyjny jest zbiezny.

17



Uktady rownan liniowych:
Rozwigzywanie uktadu rownan liniowych metodg iteracyjng (przyblizona)

Jacobiego:

Z zaleznosci (2) wynika, ze (k+1)-sze przyblizenie I-tej skiadowej
rozwigzania jest okreslone wzorem:

— ZauxJ +b

Xt = = i=12,..,n (3),

przy czym a; # 0. Proces iteracyjny konczy sie, gdy:

k+1 Kk
A =X k+1 Kk
el LV S & X #0 lub x* #0,
mex| X1, )
gdzie:
X =mexx;,
1<i<n

a ¢ oznacza zadang doktadnosc, lub gdy xkti= xk= 0 |lub tez, gdy liczba

iteracji w procesie (3) jest wieksza od przyjetej wartosci maksymalne;.
- 18 -



Rownania i uktady rownan nieliniowych:

Rownanie skalarne z jedng niewiadomg moze byc zapisane w postaci:
f(x)=0,

gdzie f: X — Y, przy czym X, Y € R. Jesli rownanie to nie moze byc
rozwigzane analitycznie, to do znalezienia jego pierwiastkow stosujemy.
zwykle metode iteracyjng, za pomocg ktorej mozna otrzymac przyblizong
wartosc pierwiastkow, w przypadku, gdy rozwigzanie rownania istnieje.

Stosujgc metode regula falsi znajduje sie wartosc pierwiastka rownania
skalarnego z jedng niewiadomag lezgcego w przedziale [a, b] takim, ze:

f(a)f(b)<0

- 19 -



Rownania i uktady rownan nieliniowych:

Jeden krok metody regula falsi polega na zastgpieniu biezgcego
przedziatu [a, b] przedziatem mniejszym, ktorym jest jeden z przedziatow
[a, z] lub [z, b], gdzie:

z=b-f(b)

fb)-f(a)

Wybor odpowiedniego przedziatu zalezy od spetnienia jednego
z warunkow f(a)f(z) <0 lub f(z)f(b) < 0.

Obliczenia kontynuuje sie dopoty, dopoki a <z <b.

- 20 -



Rownania i uktady rownan nieliniowych:

Wartosc pierwiastka rownania skalarnego z jedng niewiadomg lezgcego
W przedziale [a, b] mozna rowniez znalezC za pomocg metody siecznych
(interpolaciji liniowej), ktéra polega na zastosowaniu zaleznosci:

X, = Xy — T (X ), kL Mz k=2,3, ....

f (Xk—l)_ f (Xk—z)’

Za poczatkowe przyblizenia X; I X, W procesie iteracyjnym przyjgc mozna
np. wartosci (zaleznie od rozdzielczosci podziatu przedziatu [a, b]):

a+01(b-a) i b-01(b—a)

uporzgdkowane w taki sposob, ze:

f(x) = f(x,)

= 2 =



Rozniczkowanie numeryczne:

Przyblizone wartosci pochodnej funkcji f(X) mogg byC wyznaczone z
wielomianu aproksymujgcego p(x). Poniewaz roznica f(x) - p(x) moze byc
bardzo mata, a roznica f’(X) — p’(X) bardzo duza, podejscie takie moze
spowodowac powstanie zbyt duzego btedu. Gdy jest wymagana duza
doktadnosc obliczania pochodnej zaleca sie stosowac metode Romberga.

W metodzie te] dla danego poczgtkowego kroku h, wyznacza sie
wartosci:
f(x+h)-f(x=h)
i0 —
2h,

h=" =01, ..
2

gdzie:
|

nastepnie korzystajgc z wzoru:

T.,-T .
T =T "k‘zk _'il"“l , k=12, ...,

oblicza sie kolejne elementy nastepujgcej tablicy:

= 2D -



Rozniczkowanie numeryczne:

TOO
TlO — Tll
T20 — T21 — T22

T, — f'(x), gdy i—> oo dla danego k

Obliczenia konczg sie, gdy:

T =T <€

gdzie ¢ oznacza zadang z gory doktadnosc.

Jezeli dla zatozonego I oraz k powyzszy warunek nie bedzie spetiony to
dany krok h, dzieli sie na potowe i caty proces obliczen powtarza sie. Gdy
po meN iteracjach zadana doktadnosC ¢ nie jest osiggnieta to za
rozwigzanie przyjmuje sie ostatnio obliczone przyblizenie T; .

- 23 -



Rozniczkowanie numeryczne:

Rozwigzanie zagadnienia poczgtkowego dla pojedynczego rownania
rozniczkowego to Inaczej obliczenie przyblizonej wartosci Vy(x;)
rozwigzania skalarnego rownania:

dy
'— 7 = f
Z warunkiem poczgtkowym:
Y(Xo ) = Yo

Jedng z metod numerycznych prowadzgcych do rozwigzania tego
zagadnienia jest metoda Rungego-Kutty z automatycznym doborem
kroku catkowania.

- 24 -



Rozniczkowanie numeryczne:

Wartosc y(x,) oblicza sie stosujgc zaleznosc:

y(x+h)= y(x)+ o (K, +2K, +2K, +K,)

gdzie:

_ 25 -



Rozniczkowanie numeryczne:

Na podstawie przedstawione] zaleznosci wyznacza sie dwie wartosci
przyblizonego rozwigzania w punkcie x+h, gdzie h oznacza Kkrok
catkowania, a mianowicie: y(x+h,h) przy uzyciu kroku h 1 y(x+h,h) stosujgc

dwukrotnie krok h/2. Jezeli:
<eg |
max{y(x+h,h) ,77}

h
y(x+h,h)- y(x+ h, 2)
h
y| X+h, -
2
gdzie & n > 0 oznaczajg wartosci charakteryzujgce doktadnosc
rozwigzania, to koncowg przyblizong wartos¢ rozwigzania w punkcie x+h

oblicza sie z wzoru:
y(x+ h,hj— y(x+h,h)
y(x+h):y(x+h,hj+ 2
2 15

4)
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Rozniczkowanie numeryczne:

W przypadku, gdy nierownosc (4) nie zostanie spetniona, to zmienia sie
krok catkowania h.

Poniewaz catkowanie od punktu x, do punktu X, wykonuje sie w pewnej
liczbie krokow, w praktyce btgd wzgledny otrzymanego przyblizonego
rozwigzania y(x;) moze byc wiekszy od e.

= 27 -



